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Capitolul |
MULTIMI $I ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA

1. Numere reale, ordonarea numerelor reale,
modulul unui numar real. Operatii cu numere reale

Informare si invatare!

INCZC®CIR (se noteaza IR \ @ multimea numerelor irationale!)

o intre doud numere reale diferite x < y existd cel pufin un numar
rational r si cel putin un numar irational : x <7<y gix <G <y.

e Oricare ar fi numerele reale x > 0 si y, existd un numar natural n
astfel ca nx > y (axioma lui Arhimede).

e Modulul | x| al unui numar x se defineste astfel:

X x>0 40
|x|= 0, x=0 sau ]xi={_: ;620 sau |x|=max(x,~x).
=0 et

Proprietitile modulului

1)|x|20,\‘/xe]R.

2) |x|2=x2=l(——x)2‘, Vxe R.

3) x|z Vv R

4).x|:|—x|,Vxe R.
5)“x|—|y||S|x+y]Slx‘+|yl, Vv x,ye R.
6) |xy|=ix|-|y|, Y x,ye R.

- l—d ,Vxe R VyeRR.
vl |yl

8)|xlz|y|c}x=y saux=-y.

X

0
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Fie >0 . Atunci:
9) |x|=c & x=¢ saun x=—¢.
10) |x|Se & xe[-¢,el.

11) | x| 2 e & xe (o0, —] e, o).

2. Operatii cu intervale de numere reale.
Aproximari prin lipsa sau prin adaos,
partea intreaga si partea fractionara a unui numér real

Informare si invétare!

e Fie xe RR. Se numeste partea intreagd a numarului real x numarul
intreg (unic) n pentru care n< x<n+1. Notdm n=[x].

Diferenta x —[x] se numeste partea fractionard a numarului x si se no-
teazd {x}. Scriem {x} = x — [«x]. :
De exemplu:

[3,21] = 3; [n] = 3; [-5,21] =-6; {3,21} = 0,21; {-5,21} =0,79.
Proprietiti:

1) [x]eZ, Vxe R.

2) [x]=x© xe L.

Nx—1<[x]<x<[x]+1,V xeR.

4) [x+ pl=[x]+p, V xR, Vpe Z.

5) {x}€[0,1), V xe R.

6) {x+ pl} ={x},Vxe R,Vpe Z.

7 [x]+[x+%] =[2x], V xe R

® Daci xe R, iar x' si x"€ ® sunt doud aproximdri ale sale prin
lipsd, respectiv prin adaos, numerele (x—x') si (x—x") reprezintd
erorile aproximarii.

12

De exemplu, pentru x=x/§, considerim aproximarile x'=1,414, x" =1,415.
Avem evident | x—x'| SI x'—x" | =0,001 si |x—x"| S| x'—x"|=0,001.
Spunem cd x' (respectiv x") aproximeaza pe x cu o eroare de cel
mult 0,001, prin lipsa, respectiv prin adaos.

3. Propozitii logice, operatii cu propozitii, predicate,
cuantificatorul existential si universal

Informare si invatare!

e Un enunt p care exprimd un adevar se numeste propozitie adeva-
ratd, iar dacd enuntul p exprimd un fals se numeste propozifie falsa.
Oricrei propozitii p i se asociaza o valoare de adevir notatd v(p) datd de

1, daca p este adevaratd

() ={ i

0, dacd p este falsa
Propozitiile se noteazd cu p, g, 7, ..., iar compunerea lor se face cu
ajutorul conectorilor logici: 1 p (@onp),pvg@saug),pag P si @),
p — q(p implica g) si p <> g (p echivalent cu q), definiti prin urma-
toarele tabele de adevar:

p| Ip pla|pva p|a| prg
16100 18 1 T R,
ol 1o 1 10 o
: 01 1 0|1 0
ollio It o oilli0nla a0
13



P lq | P24 plilig PSPy
1 [Her 1 1ol 1
0. [0 0 i 1l 10 0
0)¢{n1 1 Ol 0
0.0 1 ) 1

e O formula propozitionald se numeste tautologie daca este adevarata
oricare ar fi valoarea de adevar a propozitiilor componente.
Exemple de tautologii:

Dpv | p — principiul tertiului exclus.

)ilie DA il p) — principiul noncontradictiei.

® Doui formule o(p;, p;,...p,) $i B(p;, py,..-p,) care au aceeasi va-

loare de adevar, indiferent de alegerea propozitiilor p;, p;,...p, senu-

mesc echivalente i se noteaza o= sau a=.

Legile lui De Morgan

Dlpnrg =1pvig
2)leve =lpalg

® ‘Un enunf-care depinde de una sau mai multe variabile i are proprie-
tatea cé pentru orice valori date variabilelor ii corespunde o propozitie
(adevaratd sau falsd) se numeste predicat. Acesta poate fi unar, binar
etc. si se noteaza p(x), q(x, y) etc.

® Fie p(x), x € E, un predicat de variabila x.

Multimea S, = {xo el [ p(x,)este propozitie adevé.raté} se numeste

valoarea de adevar (sau multime de solutii) a predicatului p(x).

Exemplu: Fie enuntul: p(x): 2);"'_59 —10xc 7.
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Se observa ci p(5) este propozitie adevirata, iar p(o) cu & € Z \ {5}
este propozitie falsa, deci p(x) este predicat si multimea sa de adevar
este S, =51
e Reguli de negatie:

1) 1@, pe) = ¥x, 1p),

2) 1(vx, p@) = 3. 1p().

4. Relatii si operatii cu multimi corelate
cu elemente de logica. Probleme de numarare

Informare si invatare!

O multime cu un numir finit de elemente s numeste mulfime finitd.

Numdrul elementelor unei multimi finite se noteaza | Al = card A (cardi-

nalul multimii A). Notim cu #(7) multimea submultimilor multimii 7.

e Fic A, B € #(T) multimi finite. Atunci produsul cartezian A X B

este multime finita silAxB |=|Al-|B|=card A - card B.

Exemplu: Daca A = {a, b, ¢} si B = {x, y}, atunci A X B = {(a, x),

(@, y), (b, %), (b, ¥), (¢, x), (¢, y)} si se verificd usor ca |AxB|l=6=

=lal-lBl

Proprietati

1) Daci A, B sunt multimi finite si A C B, atunci B \ A este finitd si
|B\Al=IBI-Al

2) Dacd A, B sunt multimi finite siA N B=,atunci A U B este finitd
silavBl=lal+|Bl

3) Dacd A este o multime finitd, atunci #(A) este finitd §i |2@) |=2al

Aplicatii
1. Demonstrati ca dacd A si B sunt multimi finite, atunci avem relatia:
lauBl=lal+lBl-lanB]

15



Demonstrafie: Scriem A UB=A U (B\A)sicam A N (B\A) =0 =
=|AUB|=|A|+|B\A|DarB\A=B\(AnB)sicumANBcB=
=|B\Al=|B|-|ANBI|si,infinal,| A UB|=|Al+|B|-|A~BI|
Folosind formula‘anterioars, se poate demonstra relatia:
lauBucl=lAl+ Bl+lcl-lAnBl-lAncl-lBACl+lAnBACI

2. Cite elemente are o mulfime A, dacid P (A) are 512 elemente?
Solufie: 241=512 si cum 512 =22 = | A |= 9.

3. Cu 10 bile (rosii si albe) se pot forma 24 de perechi alcituite din
cate o bila alba si una rogie. Aflati céte bile albe si cate bile rosii sunt.
Solufie: Notam cu A multimea bilelor rosii i cu B multimea bilelor albe.
Observam cd: A N B = @, iar A X B reprezinta multimea perechilor de
bile (una rosie si una alba).

Atunci:
|[AuB|=10 (|A|+|B|=10
|AxB|=24 " ||A|-|B|=24"

: : {IA|=6 {IAI=4
Se obtin doud solutii: au

B|=4 " 5|=6"

5. Metoda inductiei matematice

Informare gi invatare!
Varianta I al principiului inductiei matematice
Fie A c IN cu proprietatile:

a)0e A;
~b)dacidne A, atuncin + 1 € A.
Atunci A = IN.
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Aplicatie

Demonstrati ca 297+ - 142"*3 : 15, (V) n € IN.

Solutie: Notam P, enunful: 297" *! — 14> *3: 155iA = {ne N | P,
este adeviratd}. Trebuie si demonstram cd A = IN.

1. Se verifica usor ¢ 0 € A, adica P, este adevarata.

IL. Demonstram ci, dacd n € A (adicd P, adevaratd), atunci n + le A
(adicd P, adevaratd). Avem ipoteza P, adevarata, adica:

292 +1 _ 1420+3 =15 -k, (kp € Z) =297 =15 - kot 142B sk e TR
Atunci:

292(n+1)+] el 142(n+l)+3 A 292n+1 i 292__ 142n+5 i (15 et 14?Jt+3) . 292_
14245 = 15 - k- 297+ 147143 (29%— 14%) =15 (ky 297+ 14743 43) : 15,
adici P, . este adevarata.

Conform principiului I al inductiei matematice rezultd ca A =N, adica
P, este adevarata pentru orice n > 0.

Varianta a II-a a principiului inductiei matematice
Fie A ¢ IN* cu proprietitile:
Ayl 2 e A
b)dacine IN,atuncin+ke A.
Atunci A = IN*.

17



Capitolul Il
PROGRESII

1. Notiunea de sir; modalitati de a defini un sir;
siruri marginite, siruri monotone

Informare si invatare!

Un sir se poate defini astfel:

1 1 .
~.,a3= ,an=;,nelN;

L
5 30
2) prin termenul general: @, =3n*+ 1, n € IN;
3) printr-o relatie de recurentd: x, .1 =X, +a,n € IN*, a €. R 5i x; dat.

1) descriptiv: a; =1, a, =

® Un sir (@,).>1 se numeste crescdtor (respectiv strict crescdtor) dacd

Gn<ay+y (respectiv a, < an.1), (V) ne N,

e Un sir (a,), > 1 se numeste descrescdtor (respectiv strict descres-
cdtor) dac a,> ay.1 (tespectiv a,> a, + 1), (V) n € IN".

e Un sir (@), > 1 se numeste monoton (respectiv strict monoton) dacd
este crescitor sau descrescitor (respectiv strict crescitor sau strict des-
crescator).

e Modalitdtile principale prin care se aratd ci un §ir este monoton
sunt:

1) folosirea definitiei;

2 N ] : ; 4
2) calcularea valorii raportului —2tL si comparatia acestuia cu 1 (in
a
n

cazul sirurilor cu termeni pozitivi);

3) calcularea diferentei a, | — a, §i comparatia acesteia cu 0;
4) prin inductie matematica;

5) folosirea unor inegalititi cunoscute sau prin diverse artificii.

® Un sir (a,),> 1 se numeste mdrginit daca exista numerele reale m, M,
astfel incat m < a, < M, (V) n > 1. In caz contrar, sirul se numeste
nemarginit.
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Modalititile principale prin care se aratd ca un §ir este marginit sunt:
1) prin minorare sau majorare:

2) prin inductie matematic;

3) folosind monotonia sirului;

4) folosind inegalititi cunoscute sau diverse artificii.

2. Tipuri de siruri: progresii aritmetice,
progresii geometrice

Informare si invatare!
Progresii aritmetice

Un sir de numere reale in care fiecare termen, incepand cu al doilea, se
obtine din cel precedent prin addugarea aceluiagi numar (numit ratie)
se numeste progresie aritmeticd si se noteazd + di, az, --- G, ----
Proprietiti:
1)@ =a +71,a3=a + 1, ..., dn = Gy 1 + 1, unde r este ratia pro-

gresiei;
2) @iy —an=r,(M)ne N%
Na=a+@n-Dr,(V)ne N;

4) a,= “n_AI%M,(V)ne N, n>2;

5) i G = e G (V) o= LR
Daci notim S, = a1 + az + ... + a,, atunci:
65 = (a1+an)-n:[2a1+(n—1)r]-n :
2 2
7)S,.+1—Sn=an+1, (V)nE IN*

Progresii geometrice
Un sir de numere al carui prim termen este nenul, iar fiecare termen al
siu incepand cu al doilea se obtine din cel precedent prin inmultirea
cu acelasi numir nenul (numit ratie) se numeste progresie geometricd
si se noteaza = by, ba, b3, ..., by, ...
19



