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. CaPitolul I

MULrlMl sl ELEMENTE DE LOGICA MATEIVIATICA

' 1. Numere rbale, ordonarea numeqelor reale,

modulul urlui numdr real' Operalii cu numere reale

lnformare gi inv1!ar9,! ' 
o

INcZcGclR (se noteazd B\ (E mullimea numerelor iraJionale!)

r intre doua numere realq diferite "r < y existb cel pllin qn n-umir

ralional,r gi cel puliir un numdr iraJional a'i x. <.r < y qi x < ct' < yi 
-

. dot" ar-fi nu-merele.reale x > 0 9i y, existd un numdr n4tural n

astfel ca nx > y (atcior,na lui AThimede) '

o Modulul I x I al unui numir x se defineEe astfel:

( x- x>0I"'"'Ix,x>0r,
l*l=] 0. x=0 sau lxl=l ""'-^ sau l*l=*a*(t.l^l I -'" ' r' [-x.x<0

[ -x. x<0
Proprieti{ile modulului
r) lxl>o,vxe IR.

z) lxl' = v'z =l(-')'1, v.re IR

3).1*l>t,Vxe IR.

4) lrl=l-rl,'vxe,lR.
s)llrl-l rll<lr+vl<lxl+l rl, v r,ve' rR'

ol I'rl=l'l lrl. vx.Ye In.

zr lrl=]4 , V xe IR.vye IR..

lll lyl
el lxl=l tle x=) saux=-Y'
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Fie s>0.Atunci:
9) ltl=s (+t=e sau r=-e.

lo) l*l<e <+xel-e,el.

1 1) 
| 
xl > e <+xe (<,-ele[g,6;.

2. Operatii cu intervale de numere reale.
Aproximiri prin lipsi sau prin adaos,

partea intreage gi partea fracfio-nari a unui numer real

lnformare gi invilare!
o Fie -re lR. Se numegte partea tnteagd a numirului real x numbrul

intreg(unic)n pentru carc n<x<n+l . Notiirn n =[xl .

Diferenfa x - [.rl se nume$te pdr, ea fraclionard a numdrulu i x qi se no-

teazd, lxj. Scriem {r} =.r - [x].
De exemplu:

13,211 = 3 i tnl = 3 ; l-5,2tj = 4 ; {3,21 I = 0,21; {-5,2r I = 0,7 9.

Proprietiif :

l) lxleIZ, Vxe IR.

2) fxl= 16 ,.V.
3) x - I <[.r] (-r< [x] + 1, V re IR.

4) lx+ pl=[x]+ p, V xeIE,YpeZ,.
5) [x]e [0,]), V xe IR.

6) {.r+ p} ={"r},YxeR,Ype7I.

?) rr1+[r++]= [2x], V xe IR.

. Dacd re IR , iar *' gi x"e {D sunt doud aproximdri ale sale prin

lipsi, respectiv prin adaos, numerele (x-x') $i (x-x") reprezintd

erorile aproximdrii.

De exemplu,pentru r=.0, considerim aproximfoile x'=1,414 x'=1\415'

Avem evident | -r- x' 
| 
< 

| -r'-.r" I = 0,oor 9! l -r-x" | 
<l x'*'" 

| = Qoot'

Spunem ci .r' (respectiv .r") aproximeazbpe x cu o eroare de cel

mult 0,001, prin lips6, respectiv prin adaos.

3. Propozitii logice, operalii cu propozilii, predicate'
cudntif icatorul existential 9i univelsal

tnformare gi invdlare!

. Un enunt p care exprimd un adevtrr se nume$te propozilie adevd-

ratd, iar daci enun{ul p exprimd un fals se numeqle propozilie falsd'
Oric'arei propozifii p i ie asociazd o valoare de adevdr notat5 v(p) datd de

[t. daca P este adevaratA
Itr)={0. 

dacd p este falsd

Propozitiile se noteaza c\ p, q, r, .--' iar compunerea lor se face cu

ajutorul conectorilor logici: 1 p $on p), p v 4 (p sau d' p 
^ s @ $i S)'

-p 

- q(p implicd q) 9i p € q (p echivalent cu q)' definili prin urmd-

toarele tabele de adevdr:

13



r O formuld propcizi{ionald de numeqte tautologie daci este adevdratd
oricare ar fi valoarea de adevdr a propoziliilor compbnente.
Exemple de tautologii:

1)p v-lp - principiul te4iului exclus.

2)1( p ,rf pl - principiul noncontradicliei.

o Doud formule d.( pt. p.,... pn\ Si F\pr. pt-...p,) care au aceeaqi va-

loare de,adevdr, indiferent de alegerea propozillilor pr, p r,... p, se nu-

mesc echivalentegi se noteazd 6y=B sau cr,=B.

Legile lui De Morgan

D1@,.q) = lPvl q

D1rp"0=1pxfq
.'Un enunl,care depinde de una sau mai multe variabile gi are proprie-
tatea ci pentfu orice valori date variabilelor ii corespunde o propozilie
(adeviratd sau falsd) se nume$te predicat. Acesta poate fi unar, binar
etc. gi se no\eazd p(xl. q(x, y) etc.
c Fie p(x), x e E, un predicat de variabildx.

Mullimea Sor,,=lxoe Eln(.ro)este propozilie adevdratd.J se numeste

valoarea de adevdr lsau mullime de solulii) a predicaruluip(x).

Exemplu: Fie enuntul: p@,#=lO. x e 7,.

14 15
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Se observE cdp(5) este propozifie adevdratd, lut p!? cu a e Z \ {5}
este propozilie falsd, deci p(x) este predicat 9i mulfmea sa de adevir

este Sr,,r = {51.
o Reguli de negatie:

l) I tlx, P(x)) =Vx. lP$),

Dl(vx, p(x)) ==x,f p@).

4. Relafii 9i operalii cu multimicorelate
cu elemenie de logici. Probleme de numiirare

I nlo rm a re g; i inv4,ta re I
O mu[imecu un numdrfinitde elemente senume$te 

ryutlme finlta,' .,,
Numirul elementelor unei mullimi finite se noteaza I A I = card A (cardi-

nalul mu$imiiA). Notilm cu /(?) mul,timea submu{imilor mu{imii 7-

o Fie A, B e 9 (T; mu[imi finite. Atunci produsul carlezian A x B

este muliime finita 9i I A x r I = I A |' | 6 | = card A' card B'

Exemplu: Dacd A = {a, b, c} qi B = {x. y}. atunci A x B = l(a' x),

G;,;; @, x), (b, y), i, A, fr, yll ei se verificd uqor ca I A x Bl = 6 =

=tal ial.
Proprictdf
1) DacAA, B sunt mu(imi finite qi A c B, atunci B \ A este finitb 9i

larel=lal-lal.
2'tDacltA,B sunt mullimi finite 9i A aB =A,atunci A u B este finilA

ti laual=lel+lal.
3) DacdA este o mullime finiti, atunci glA).este finittt gilg@)l=dot'

ryry

Aplbafii
l] Demonstrati ed dacd A gi B sunt mullimi finite' atunci avem relaf,a:

l,lrrl=lal+lal-lanrl. l



Demonstrafie: Scriem A w B =A u (B \A) qi cumA n(B\il =,A >
=+l a u a I = I a I *l r ta l. o* a ta = B \ (A nB) $i cum A n B c B => I r ta I = I r I -l a n^B I qi, in final I A v n I =lt I + I r I - I a n a l.

Folosind formula anterioard, se poate demonstra relafia:
I tv nv cl=l el+l r l+l c l-l a na l-l e nc l-l anc l+l a nrnc I

2. Cite elemente are o mu{ime A , dacd 9(A) are 512 elemente?

Soluyie: 2 Al =5f2 9i cum 512 = 2s + I a I = 9.

3. Cu l0 bile (rogii gi albe) se pot forma 24 de perechi alcdtuite din
cf;te o bil[ albd gi una rogie. Aflati cate bile albe $i cete bile ro$ii sunt.
So/alie: Notdm cu A mul{imea bilelor rogii gi cu B mullimea bilelor albe.
Observdm cd: A a B = A, iu A x B reprezintd mulgimea perechilor de
bile (una roqie qi una albd).
Atunci:

Jla,a l= ro_ 
Jla l+lr l= ro

\lex al=z+'l1a11n1=z+

llel=e lltl=+
Seobtindoudsolutii: {l I sau.{l I

llal=+ llBl=6

5. Metoda i4ducliei matematice

lnformare 9i invdfare!

Varianta I al principiului induc$ei matenratice

Fie A c IN cu propriettrtile:
a)0eA;
b) dacdn e A, atunci n + I e A.

Atunci A = IN.

Aplicaf.e

Demonstrati cd 2g2n+t - 742n+3 : 15, (V) t? e ['I.

Solufie:NotdmP, enunful: 2g2n+1 - 142il+3 : 15 9i A = 1n e IN l&
este adevaratA l. Trebuie sd demonstrim cd A = IN.

I. Se verifica ugor cd 0 e A. adicd Po este adevdratd'

II. Demonstrdm cd, dacd n e A (adicd P, adevdrati), afitncr n + | e A
(adicd P,*r adeviratd). Avem ipotezir P, adevdratd, adicS:

2g2n+t -142il+3 - 15 .k,(k^e 7Z)=2g2n+1 - 15 .k^+ 142'*3,k^e 77:

Atunci:

292(n+t)+1 -I4?@+i\+3 -2g2n+1 .2g2-l4)r+s -(15 .k,+ t4u+27 292 -
_tp,5 - 15.k,.292+tp*3 e* - 14\- t5 tk.292+1&*3.43) : 15,

adici P,. I este adevaratd.

Conform principiului I al inducfiei matematice re tlta cA A = IN; adic[

P, este adevirati Pentru orice n > 0.

'Varianta a II'a a principiului induc,tiei matematice

FieA c ll'l* cu proPrietdfile:

a) 11,2,...;klcA;
b)dac6ze IN,atunciz+fte A. 

,

Atunci A = IN*.
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CaPitolul ll

1. Noliunea de gir; modalitSli de a defini un gir;
giluri mirginite, giruri monotone

lnformare gi invdlare!

Un gir se poate defini astfel:

f )descriptiv: at=I,az= Lor= l'..' .o^= L,ne IN-;2 " 3', ' n

2) prin termenul general: a,= 3n2 + 1, n e N*;
3) printr-o relalie de recurenld; xn * r = xt + a, n e IN*, c e. IR Si xr dat'

o Un gir (a,), . r se nume$te crescdtor (tespecliv strict crescdtor') dacl
an3an*r (respectiv a,<a,i), (V) n e IN-.

r Un gir. (a^), > r se numeSte dbscrescdtor (respectiv strict descres'

cdtoi dlcd a,>d,* | (respectiv a,> an* t),(V) z e IN-.

. Un $ir (4,)n > r se.num€qte monoton (respectiv strict monoton) dacd

este crescitor sau descrescdtor (respectiv strict crescAtor sau strict des-

crescdtor).
. ModalitSlile principale prin care so aratd cd un qir este monoton

sunt:

| ) folosirea definitieil

2) calcularea valorii raportulu, lott Si comparafia acestuia cu I (in
an

cazul girurilor cu termeni pozitivi);
3) calcularea diferenlei an* 1 - a, gi comparalia acesteia cu 0;

4) prin induclie matematica;
5) iolosirea unor inegalitdli cunoscute sau prin diverse artificii.

. Un Sir (a,),>i.se nume$te mdrginit dac,d existi numerele teale m, M,

astfel lncdt 7n 3 a, < M, (V) n > f . in caz contrar, girul se nume$te

nemdrginit.

18
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ModalitAile principale prin care se aratd ci un $ir este mdrginit sunt:

1.y prin minorare sau majorare:
2.1 prin induc[ie matematicdl
3,1 lolosind monoionia girului;
4) folosind inegalitdli curioscute sau diverse artificii.

2. Tipuri de giruri: progresii arilmetice'
ploglesii geometrice

lnformare gi invilarel
Progresii aritmetice

Un gir de numere reale in care fiecare termen, incepAnd cu al doilea, se '

obfine din cel precedent prin adlugarea aceluiaqi numir (numit ralie)

se numette Prog resie aritmeticd 9i se noteazd + a b a2' "' an ""
Proprietli{i:
l) iz= ai + r, d3 = a2 + r, '..' an= Ln-t I r, uride r este rafia pro-

gresiei;

2) a, * r - an= r, (V) z e tN-:

3) a,= 6, + (n - l)r, (V) n e IN.;

4\a.= a,t+b^rt,(V)n e IN,n >21
2

5) a1 + ao = a1, + a,-t* r (Y) k = l,n.
Dacd not6m S, = a1 * a2 * ... + 4,, atunci:

61 <-= (ar+a,)'n -12a,+tn-l)rl'n ..

2 2-'
7) S"* r - S, = a,+ r, (V) n e tN-.

Progresii geometrice

Un gir de numere al.cdrui prim t€rmen este nenul, iar fiecare termen al

s5u incepAnd cu al doilea se obtine din cel precedent prin inmu{irea
cu acelagi numdr nenul (mmit ralie) se nume$te progresie geometricd

qi se noteazd + h, bz, bz, ..., b", .
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